Capitulo 6

Combinatoria

1 Principios basicos

O principio fundamental da contagem diz que se ha x modos de to-
mar uma decisao D e, tomada a decisdo D, ha y modos de tomar
a decisao D, , entdo o nUmero de modos de tomar sucessivamente
as decisdes D; e D, é xy.

Exemplo 1. Com 5 homens e 5 mulheres, de quantos modos se
pode formar um casal?

Solucdo: Formar um casal equivale a tomar as decisoes:
D;: Escolha do homem (5 modos).
D,: Escolha da mulher (5 modos).

Ha 5 x 5 = 25 modos de formar um casal.

Exemplo 2. Uma bandeira é formada por 7 listras que devem
ser coloridas usando-se apenas as cores verde, azul e cinza. Se
cada listra deve ter apenas uma cor e ndo podem ser usadas cores
iguais em listras adjacentes, de quantos modos se pode colorir a
bandeira?

Solucéo: Colorir a bandeira equivale a escolher a cor de cada lis-

tra. Ha 3 modos de escolher a cor da primeira listra e, a partir

dai, 2 modos de escolher a cor de cada uma das outras 6 listras.
A resposta é 3 x 2¢ = 192.

Exemplo 3. Quantos sédo os numeros de trés digitos distintos?

Solucéo: O primeiro digito pode ser escolhido de 9 modos, pois nao
pode ser igual a 0. O segundo digito pode ser escolhido de 9 modos,
pois ndo pode ser igual ao primeiro digito. O terceiro digito pode
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86 Temas e Problemas

ser escolhido de 8 modos, pois nao pode ser igual nem ao primeiro
nem ao segundo digitos.
A resposta € 9 x 9 x 8 = 648.

Vocé ja deve ter percebido nesses exemplos qual é a estratégia
para resolver problemas de Combinatoria:

1)

2)

Postura: Devemos sempre nos colocar no papel da pessoa
gue deve fazer a acao solicitada pelo problema e ver que de-
cisdes devemos tomar. No Exemplo 3, noés nos colocamos
no papel da pessoa que deveria escrever 0 numero de trés
digitos; no Exemplo 2, nés nos colocamos no papel da pes-
soa que deveria colorir a bandeira; no Exemplo 1, nés nos
colocamos no papel da pessoa que deveria formar o casal.

Divisdo: Devemos, sempre que possivel, dividir as decisdes
a serem tomadas em decistes mais simples. Formar um ca-
sal foi dividido em escolher o0 homem e escolher a mulher;
colorir a bandeira foi dividido em colorir cada listra; formar
um numero de trés digitos foi dividido em escolher cada um
dos trés digitos.

Vamos voltar ao exemplo anterior — Quantos sédo os numeros
de trés digitos distintos? — para ver como algumas pessoas
conseguem, por erros de estratégia, tornar complicadas as
coisas mais simples.

Comecando a escolha dos digitos pelo Gltimo digito, ha 10
modos de escolher o Ultimo digito. Em seguida, ha 9 modos
de escolher o digito central, pois ndo podemos repetir o digito
ja usado. Agora temos um impasse: de quantos modos pode-
mos escolher o primeiro digito? A resposta é “depende”. Se
nao tivermos usado o 0, havera 7 modos de escolher o pri-
meiro digito, pois ndo poderemos usar nem o 0 nem os dois
digitos ja usados nas demais casas; se ja tivermos usado o 0,
havera 8 modos de escolher o primeiro digito.

Um passo importante na estratégia para resolver problemas
de Combinatoria é:
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3) Nao adiar dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas
costumam se transformar em imensas dificuldades. Se uma
das decisOes a serem tomadas for mais restrita que as de-
mais, essa é a decisdo que deve ser tomada em primeiro lu-
gar. No Exemplo 3, a escolha do primeiro digito era uma
decisdo mais restrita do que as outras, pois o primeiro digito
nao pode ser igual a 0. Essa é portanto a decisdo que deve
ser tomada em primeiro lugar e, conforme acabamos de ver,
posterga-la so serve para causar problemas.

Exemplo 4. O codigo Morse usa duas letras, ponto e traco, e as
palavras tém de 1 a 4 letras. Quantas sao as palavras do codigo
Morse?

Solucéo: Ha 2 palavras de uma letra; ha 2 x 2 = 4 palavras de
duas letras, pois ha dois modos de escolher a primeira letra e dois
modos de escolher a segunda letra; analogamente, ha2x2x2 =38
palavras de trés letras e 2 x 2 x 2 x 2 = 16 palavras de 4 letras. O
namero total de palavras € 2+ 4 + 8 + 16 = 30.

Exemplo 5. Quantos divisores inteiros e positivos possui 0 nUmero
360? Quantos desses divisores sédo pares? Quantos sao impares?
Quantos séo quadrados perfeitos?

Solucao:

a) 360 = 23 x 3% x 5. Os divisores inteiros e positivos de 360
sdo os numeros da forma 2% x 3P x 5Y, com « € {0,1,2,3},
B € {0,1,2} ey € {0,1}. HaAa 4 x 3 x 2 = 24 maneiras de
escolher os expoentes «, 3 e y. Ha 24 divisores.

b) Para o divisor ser par, « ndo pode ser 0. HA3 x 3 x 2 =18
divisores pares.

c) Para o divisor ser impar, « deve ser 0. HA1 x3 x2 =6
divisores impares. Claro que poderiamos ter achado essa
resposta subtraindo (a)—(b).

d) Para o divisor ser quadrado perfeito, os expoentes «, 3 e 'y
devem ser pares. Ha 2x2x1 = 4 divisores que sao quadrados
perfeitos.
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Exemplo 6. Quantos sao os nameros pares de trés digitos distin-
tos?

Solucédo: Ha 5 modos de escolher o Gltimo digito. Note que come-
camos pelo Gltimo digito, que é o mais restrito; o Gltimo digito so6
pode ser 0, 2, 4, 6 ou 8.

Em seguida, vamos ao primeiro digito. De quantos modos se
pode escolher o primeiro digito? A resposta € “depende”: se nao
tivermos usado o 0, havera 8 modos de escolher o primeiro digito,
pois ndo poderemos usar nem o 0 nem o digito ja usado na Gltima
casa; se ja tivermos usado o 0, havera 9 modos de escolher o pri-
meiro digito, pois apenas o 0 ndo podera ser usado na primeira
casa.

Esse tipo de impasse € comum na resolucao de problemas e ha
dois métodos para vencé-lo.

O primeiro método consiste em voltar atras e contar separa-
damente. Contaremos separadamente os nUmeros que terminam
em 0 e 0s que nao terminam em 0. Comecemos pelos que termi-
nam em 0. Ha 1 modo de escolher o Gltimo digito, 9 modos de
escolher o primeiro e 8 modos de escolher o digito central. Ha
1 x 9 x 8 =72 nimeros terminados em 0.

Para os que nao terminam em 0, ha 4 modos de escolher o
altimo digito, 8 modos de escolher o primeiro e 8 modos de esco-
Iher o digito central. H& 4 x 8 x8 = 256 nUmeros que n&o terminam
em 0.

A resposta € 72 4+ 256 = 328.

O segundo método consiste em ignorar uma das restri¢des do
problema, o que nos fara contar em demasia. Depois descontare-
mos o que houver sido contado indevidamente.

Primeiramente fazemos de conta que o 0 pode ser usado na pri-
meira casa do nUmero. Procedendo assim, ha 5 modos de escolher
0 ultimo digito (s6 pode ser 0, 2, 4, 6 ou 8), 9 modos de escolher
o primeiro digito (ndo podemos repetir o digito usado na ultima
casa— note que estamos permitindo o uso do 0 na primeira casa)
e 8 modos de escolher o digito central. Ha 5 x 9 x 8 = 360 nimeros,
ai inclusos os que comegam por 0.

Agora vamos determinar quantos desses nUmeros comegam
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por zero; sao esses 0s numeros que foram contados indevidamente.
H&a 1 modo de escolher o primeiro digito (tem que ser 0), 4 modos
de escolher o Gltimo (s6 pode ser 2, 4, 6 ou 8 —lembre-se que 0s
digitos sao distintos) e 8 modos de escolher o digito central (ndo
podemos repetir os digitos ja usados). Ha 1 x 4 x 8 = 32 nUmeros
comecados por 0.

A resposta € 360 — 32 = 328.

E claro que este problema poderia ter sido resolvido com um
truque. Para determinar quantos sdo 0s numeros pares de trés
digitos distintos, poderiamos fazer os numeros de trés digitos me-
nos os numeros impares de trés digitos distintos.

Para os nUmeros de trés digitos distintos, ha 9 modos de esco-
Iher o primeiro digito, 9 modos de escolher o segundo e 8 modos
de escolher o ultimo.

Ha 9 x 9 x 8 = 648 niumeros de trés digitos distintos.

Para os numeros impares de trés digitos distintos, ha 5 mo-
dos de escolher o tltimo digito, 8 modos de escolher o primeiro e
8 modos de escolher o digito central.

H& 5 x 8 x 8 = 320 nUmeros impares de trés digitos.

A resposta é 648 — 320 = 328.

Problemas Propostos*
1. Quantos sao os gabaritos possiveis de um teste de 10 questdes
de multipla-escolha, com 5 alternativas por questao?

2. Quantos subconjuntos possui um conjunto que tem n elemen-
tos?

3. De quantos modos 3 pessoas podem se sentar em 5 cadeiras em
fila?

*Solugdes na pagina 171.
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4. De quantos modos 5 homens e 5 mulheres podem se sentar em
5 bancos de 2 lugares, se em cada banco deve haver um homem e
uma mulher?

5. De quantos modos podemos colocar 2 reis diferentes em casas
nao-adjacentes de um tabuleiro 8 x8? E se os reis fossem iguais?

6. De quantos modos podemos colocar 8 torres iguais em um ta-
buleiro 8x8, de modo que nédo haja duas torres na mesma linha
ou na mesma coluna? E se as torres fossem diferentes?

7. De um baralho comum de 52 cartas, sacam-se sucessivamente
e sem reposi¢cao duas cartas. De quantos modos isso pode ser feito
se a primeira carta deve ser de copas e a segunda nao deve ser um
rei?

8. O conjunto A possui 4 elementos, e 0 conjunto B, 7 elementos.
Quantas fungbes f: A — B existem? Quantas delas sao injetivas?

9. a) De quantos modos 0 numero 720 pode ser decomposto em um
produto de dois inteiros positivos? Aqui consideramos, natural-
mente, 8 x 90 como sendo 0 mesmo que 90 x 8.

b) E 0 nUmero 144?

10. Em um corredor ha 900 armarios, numerados de 1 a 900, ini-
cialmente todos fechados. 900 pessoas, numeradas de 1 a 900,
atravessam o corredor. A pessoa de nUmero k reverte o estado de
todos os armarios cujos niameros sao multiplos de k. Por exemplo,
a pessoa de numero 4 mexe nos armarios de numeros 4, 8, 12, ...,
abrindo os que encontra fechados e fechando os que encontra aber-
tos. Ao final, quais armarios ficarao abertos?

11. Dispomos de 5 cores distintas. De quantos modos podemos
colorir os quatro quadrantes de um circulo, cada quadrante com
uma sob cor, se quadrantes cuja fronteira € uma linha nao podem
receber a mesma cor?

12. De quantos modos podemos formar uma palavra de 5 letras de
um alfabeto de 26 letras, se a letra A deve figurar na palavra mas
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nao pode ser a primeira letra da palavra? E se a palavra devesse
ter letras distintas?

13. As placas dos veiculos sao formadas por trés letras (de um al-
fabeto de 26) seguidas por 4 algarismos. Quantas placas poderéao
ser formadas?

14. Um vagédo do metr6 tem 10 bancos individuais, sendo 5 de
frente e 5 de costas. De 10 passageiros, 4 preferem sentar de fren-
te, 3 preferem sentar de costas e os demais nao tém preferéncia.
De quantos modos eles podem se sentar, respeitadas as preferén-
cias?

15. Escrevem-se os inteiros de 1 até 2222. Quantas vezes o alga-
rismo O é escrito?

16. Quantos sao os inteiros positivos de 4 digitos nos quais o al-
garismo 5 figura?

17. Em uma banca ha 5 exemplares iguais da “Veja”, 6 exempla-
res iguais da “Epoca” e 4 exemplares iguais da “Isto &”. Quantas
colecdes ndo-vazias de revistas dessa banca podem ser formadas?

18. Uma turma tem aulas as segundas, quartas e sextas, de 13h
as 14h e de 14h as 15h. As matérias sdo Matematica, Fisica e
Quimica, cada uma com duas aulas semanais, em dias diferentes.
De guantos modos pode ser feito o horario dessa turma?

19. O problema do Exemplo 1—Com 5 homens e 5 mulheres,
de quantos modos se pode formar um casal? —foi resolvido por
um aluno do modo a seguir: “A primeira pessoa do casal pode ser
escolhida de 10 modos, pois ela pode ser homem ou mulher. Esco-
lhida a primeira pessoa, a segunda pessoa so podera ser escolhida
de 5 modos, pois deve ser de sexo diferente do da primeira pessoa.
Ha portanto 10 x 5 = 50 modos de formar um casal.”
Onde est4 o erro?
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20. Escrevem-se numeros de 5 digitos, inclusive os comecados
em 0, em cartées. Como 0, 1 e 8 ndo se alteram de cabeca pa-
ra baixo e como 6, de cabeca para baixo, se transforma em 9 e
vice-versa, um mesmo cartdo pode representar dois numeros (por
exemplo, 06198 e 86190). Qual &€ o nUmero minimo de cartdes para
representar todos os nUmeros de 5 digitos?

Sugestoes

2. Para formar um subconjunto vocé deve perguntar a cada ele-
mentos do conjunto se ele deseja participar do subconjunto.

5. O tabuleiro de 64 casas possui 4 casas de canto (vértices), 24 ca-
sas laterais que ndo sdo vértices e 36 casas centrais. Cada casa
de canto possui 3 casas adjacentes; cada lateral possui 5 casas
adjacentes e cada central possui 8 casas adjacentes. Conte sepa-
radamente conforme o rei negro ocupe uma casa de canto, lateral
ou central.

6. Havera uma torre em cada linha.

7. Conte separadamente 0s casos em que a carta de copas é um
rei e em que a carta de copas nao é um rei.

8. Para construir uma funcao, vocé deve perguntar a cada elemen-
to de A quem ele deseja flechar em B.

9. a) 720 = 2* x 3% x 5 tem 30 divisores positivos. b) Note que
144 =12 x 12.

10. O armario de numero k é mexido pelas pessoas cujos nume-
ros sao divisores de k. Um armario ficara aberto se for mexido
um numero impar de vezes. Lembre-se que o nUmero de divisores
positivos de 2% x 3P x 5 x --- éiguala («+ 1)(B+1)(y+1)---

11. Conte separadamente 0s casos em que o0s quadrantes 1 e 3
tém cores iguais e cores diferentes.
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12. Note que no caso em que sao permitidas repeticoes, a condi¢ao
da letra A figurar na palavra é terrivel, pois ela pode figurar uma
so vez, ou duas, etc. Por isso & melhor contar todas as palavras do
alfabeto e diminuir as que ndo tém A e as que comecam por A. No
caso sem repeticdo, vocé poderia também contar diretamente: ha
4 modos de escolher a posicao do A, 25 modos de escolher a letra
da primeira casa restante, 24 para a segunda casa restante, etc.

15. Conte quantas vezes o 0 aparece nas unidades, some com 0
namero de vezes que ele aparece nas dezenas, etc.

16. Note que como sao permitidas repeticdes, a condi¢ao do 5 fi-
gurar no nuamero é terrivel, pois ele pode figurar uma so vez, ou
duas, etc. E melhor fazer todos os nUmeros menos aqueles em que
0 5 nao figura.

17. Para formar uma colecdo, vocé deve decidir quantas “Veja”
fardo parte da colecdo, etc. Nao se esqueca de retirar da sua con-
tagem a colecéo vazia.

18. H&a 3 modos de escolher os dias de Matematica; escolhidos
os dias, digamos segundas e quartas, ha 2 modos de escolher o
horario da aula de Matematica da segunda e 2 modos de escolher o
horario da aula de Matematica da quarta. Ha 2 modos de escolher
os dias da Fisica (ndo podem ser os mesmos da Matematica senao
a Quimica ficaria com as aulas no mesmo dia), etc.

20. Ha trés tipos de cartdes: os que nao podem ser virados de
cabeca para baixo, os que virados de cabeca para baixo continuam
representando o0 mesmo nimero e 0s que virados de cabeca para
baixo passam a representar niumeros diferentes. Se ha x, y e z
cartdes de cada um desses tipos, respectivamente, a resposta é

z

x+y+2

E facil calculary, z+yex+y + z.
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2 Permutacdes e combinacoes

Ha alguns (poucos) problemas de Combinatoria que, embora se-
jam aplicacdes do principio basico, aparecem com muita frequén-
cia. Para esses problemas, vale a pena saber de cor as suas res-
postas. O primeiro desses problemas é o:

Problema das permutacdes simples: De quantos modos pode-
mos ordenar em fila n objetos distintos?

A escolha do objeto que ocupara o primeiro lugar pode ser feita
de n modos: a escolha do objeto que ocupara o segundo lugar pode
ser feita de n—1 modos; a escolha do objeto que ocupara o terceiro
lugar pode ser feita de n — 2 modos, etc.; a escolha do objeto que
ocupara o ultimo lugar pode ser feita de 1 modo.
Arespostaén(n—1)(n—2)---1=nl.

Cada ordem que se da aos objetos é chamada de uma permu-
tacédo simples dos objetos. Assim, por exemplo, as permutacdes
simples das letras a, b e ¢ sdo (abc), (acb), (bac), (bca), (cab) e
(cba).

Portanto, o nUmero de permutacdes simples de n objetos dis-
tintos, ou seja, o numero de ordens em que podemos colocar n
objetos distintos é P, =n!.

Exemplo 1. Quantos sdo os anagramas da palavra “PRATO”?
Quantos comegam por consoante?

Solucdo: Cada anagrama corresponde a uma ordem de colocacao
dessas 5 letras. O numero de anagramas € Ps = 5! = 120.

Para formar um anagrama comecado por consoante devemos
primeiramente escolher a consoante (3 modos) e, depois, arrumar
as quatro letras restantes em seguida a consoante (4! = 24 modos).
Ha 3 x 24 = 72 anagramas comec¢ados por consoante.

Exemplo 2. De quantos modos podemos arrumar em fila 5 li-
vros diferentes de Matematica, 3 livros diferentes de Estatistica
e 2 livros diferentes de Fisica, de modo que livros de uma mesma
matéria permanecam juntos?
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Solucéo: Podemos escolher a ordem das matérias de 3! modos.
Feito isso, ha 5! modos de colocar os livros de Matematica nos
lugares que lhe foram destinados, 3! modos para os de Estatistica
e 2! modos para os de Fisica.

A resposta € 3!5!3121 =6 x 120 x 6 x 2 = 8640.

Exemplo 3. De quantos modos podemos dividir 7 objetos em um
grupo de 3 objetos e um de 4 objetos?

Solugdo: Um processo de fazer a divisdo é colocar os objetos em
fila; os 3 primeiros formam o grupo de 3 e os 4 Gltimos formam o
grupo de 4.

Ha 7! modos de colocar os objetos em fila.

Entretanto, note que filas como abc - defg e bac - gfde sao filas
diferentes e geram a mesma divisédo em grupos. Cada divisdo em
grupos foi contada uma vez para cada ordem dos objetos dentro de
cada grupo. Ha 3!4! modos de arrumar os objetos em cada grupo.
Cada divisao er'n grupos foi contada 3!4! vezes.

, 7!
A resposta e VT 35.

O segundo problema importante é o

Problema das combinac¢fes simples: De quantos modos pode-
mos selecionar p objetos distintos entre n objetos distintos dados?

Cada selecdo de p objetos é chamada de uma combinagéo sim-
ples de classe p dos n objetos. Assim, por exemplo, as combinacgdes
simples de classe 3 dos objetos a, b, ¢, d, e séo {a, b, c}, {a,b,d},
{a,b, e}, {a,c,d}, {a,c, e}, {a,d, e}, {bc,d},{b,ce},{b,de}le{c,d, e}
Representamos o niumero de combinacdes simples de classe p de
n elementos por C7, ou (7). Assim, C3 = (3) = 10.

Para resolver o problema das combinacdes simples basta notar
gue selecionar p entre os n objetos equivale a dividir os n objetos
em um grupo de p objetos, que sdo os selecionados, e um grupo de
n — p objetos, que sao os nao-selecionados. '

n:

Esse é o problema do Exemplo 3 e arespostaé Ch, = ——— -
p!(n—p)!
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Exemplo 4. Com 5 homens e 4 mulheres, quantas comissdes de
4 pessoas, com exatamente 2 homens, podem ser formadas?

Solucgéo: Para formar a comissao devemos escolher 2 dos homens
e 2 das mulheres. Ha C2 - C5 = 10 x 6 = 60 comissdes.

Exemplo 5. Com 5 homens e 4 mulheres, quantas comissoes de 4
pessoas, com pelo menos 2 homens, podem ser formadas?

Solucgdo: Ha comissdes com: 2 homens e 2 mulheres, 3 homens e
1 mulher, 4 homens. A resposta & C2-C5+C2-C)+Ci=10x 6+
10 x4 +5=105.

Um erro muito comum aparece no raciocinio a seguir: Como
a comissao deve ter pelo menos 2 homens, a primeira coisa a ser
feita é escolher dois homens para a comisséao, o que pode ser feito
de C2 = 10 modos. Em seguida devemos escolher mais duas pes-
soas, homens ou mulheres, para a comissao, o que pode ser feito
de C2 =21 modos. A resposta é 10 x 21 = 210.

Qual é o erro?

Algumas comissotes foram contadas mais de uma vez. Por exem-
plo, a comissdo Arnaldo, Carlos, Eduardo e Beatriz foi contada 3
vezes. Realmente, o processo de contagem usado escolhia, em uma
primeira etapa, dois homens para garantir que fosse satisfeita a
exigéncia de pelo menos dois homens na comissédo. Foi contada
uma vez quando Arnaldo e Carlos sdo os homens escolhidos na
primeira etapa (e Eduardo e Beatriz sdo escolhidos na segunda
etapa); outra vez quando na primeira etapa sao selecionados Ar-
naldo e Eduardo e, finalmente, uma terceira vez quando Carlos e
Eduardo sao escolhidos na primeira etapa.

Se todas as comissdes houvessem sido contadas 3 vezes, ndo
haveria grandes problemas: bastaria dividir por 3 o resultado da
contagem. Mas ha comissdes que foram contadas uma Unica vez
e outras que foram contadas 6 vezes. Por exemplo, a comissao Ar-
naldo, Carlos, Beatriz e Maria so foi contada uma vez e a comisséo
Arnaldo, Carlos, Eduardo e Paulo foi contada 6 vezes.

Exemplo 6. Quantos sé&o os anagramas da palavra “BANANA”?
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A resposta nao é 6! = 720. O fato de haver letras repetidas faz
com que o numero de anagramas seja menor do que seria se as
letras fossem diferentes.

Solucgéo 1: Para formar um anagrama de “BANANA” devemos co-
locar as seis letras (que ndo sao todas diferentes) em 6 lugares.
Para isso devemos escolher 3 dos 6 lugares para colocar as le-
tras A, o que pode ser feito de C3 = 20 modos; em seguida deve-
mos escolher 1 dos 3 lugares restantes para colocar a letra B, o
gue pode ser feito de 3 modos; finalmente, ha apenas um modo de
colocar as duas letras A nos dois lugares restantes. A resposta é
20 x 3 x 1 =060.

Solucéo 2: Se as letras fossem diferentes a resposta seria 6!. Co-
mo as trés letras A sado iguais, quando as trocamos entre si obte-
mMOos 0 mMesmo anagrama e nao um anagrama distinto, o que acon-
teceria se fossem diferentes. Isso faz com que na nossa contagem
de 6! tenhamos contado 0 mesmo anagrama varias vezes, 3! ve-
zes precisamente, pois ha 3! modos de trocar as letras A entre
si. Problema analogo ocorre com as duas Ietra'ts N, que podem ser

trocadas entre si de 2! modos. A resposta é ﬁ = 60.

De modo geral, o nUmero de permutacdes de n objetos, dos
quais « sao iguais a A, 3 séo iguais a B, y sdo iguais a C, etc.,

n!

ADXBY —
&P = R

O exemplo a seguir mostra um tipo de raciocinio que, apesar
de inesperado, pode ser muito eficiente.

Exemplo 7. Quantos sédo os anagramas da palavra “ANAGRA-
MA” que nao possuem duas vogais adjacentes?

Solugcdo: Vamos primeiramente arrumar as consoantes e, depois,
vamos entremear as vogais. O numero de modos de arrumar em
fila as consoantes N, G, Re M é P, = 4! = 24. Arrumadas as con-
soantes, por exemplo na ordem NGRM, devemos colocar as 4 vo-
gais nos 5 espacos da figura:

_N_G_R_M__
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Como nao podemos colocar duas vogais no mesmo espaco, qua-
tro dos espacos serao ocupados, cada um com uma letra A, e um
espaco ficara vazio. Temos C: = 5 modos de escolher os quatro
espacos que serao ocupados.

A resposta € 24 x 5 = 120.

Exemplo 8. Ha 5 pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma
reta R’ paralela a R. Quantos séo os triangulos e os quadrilateros
convexos com veértices nesses pontos?

Solugédo: Para formar um triangulo ou vocé toma um ponto em R
e dois pontos em R’, ou toma um ponto em R’ e dois pontos em R.
O numero de triangulos é 5 - C3 + 8 - C2 = 140 + 80 = 220.

Também poderiamos tomar 3 dos 12 pontos e excluir dessa con-
tagem as escolhas de pontos colineares, o que daria C3;—C3—C2 =
286 — 56 — 10 = 220.

Para formar um quadrilatero convexo, devemos tomar dois pon-
tos em R e dois pontos em R’, o que pode ser feito de CZ- C; =
10 - 28 = 280 modos.

Exemplo 9. De um baralho de pdquer (7, 8, 9, 10, valete, dama,
rei e as, cada um desses grupos aparecendo em 4 naipes: copas,
ouros, paus, espadas), sacam-se simultaneamente 5 cartas. Quan-
tas sao as extracoes:

a) possiveis?

b) nas quais se forma um par (duas cartas em um mesmo grupo
e as outras trés em trés outros grupos diferentes)?

c) nas quais se formam dois pares (duas cartas em um grupo,
duas em outro grupo e uma em um terceiro grupo)?

d) nas quais se forma uma trinca (trés cartas em um grupo e as
outras duas em dois outros grupos diferentes)?

e) nas quais se forma um “four” (quatro cartas em um grupo e
uma em outro grupo)?

f) nas quais se forma um “full hand” (trés cartas em um grupo
e duas em outro grupo)?
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nas quais se forma uma sequéncia (5 cartas de grupos con-
secutivos, n&do sendo todas do mesmo naipe)?

nas quais se forma um “flush” (5 cartas do mesmo naipe, nao
sendo elas de 5 grupos consecutivos)?

nas quais se forma um “straight flush” (5 cartas de grupos
consecutivos, todas do mesmo naipe)?

nas quais se forma um “royal straight flush” (10, valete, da-
ma, rei e as de um mesmo naipe)?

Solucéo:

a)
b)

C3, = 201376.

Ha 8 modos de escolher o grupo das duas cartas que for-
mar&o o par propriamente dito; ha C; = 6 modos de esco-
Iher os naipes dessas cartas; ha C3 = 35 modos de escolher
0s grupos das outras trés cartas e 43 = 64 modos de escolher
seus naipes. A resposta € 8 x 6 x 35 x 64 = 107520.

Ha C3 = 28 modos de escolher os grupos dos dois pares (por
exemplo 7 e valete), ha [C3]?> = 36 modos de escolher os nai-
pes dessas cartas; ha 6 modos de escolher o grupo da ou-
tra carta e 4 modos de escolher seu naipe. A resposta é
28 x 36 x 6 x 4 = 24192,

Um erro muito comum é o seguinte:

Ha 8 modos de escolher o grupo do primeiro par, ha C; =
modos de escolher os naipes do primeiro par, ha 7 modos de
escolher o grupo do segundo par, ha C3 = 6 modos de escolher
os naipes do segundo par, ha 6 modos de escolher o grupo da
outra carta e 4 modos de escolher o seu naipe. A resposta é
8 X 6xX7x6x6x4=48384.

O erro consiste em termos contado cada jogo duas vezes. O
jogo em que os pares sao de setes e valetes, por exemplo,
foi contado uma vez quando os setes formam o primeiro par
e os valetes, o segundo e foi contado novamente quando 0s
valetes formam o primeiro par e os setes, 0 segundo.
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d) Ha 8 modos de escolher o grupo das trés cartas que formarao
a trinca propriamente dita; ha C3 = 4 modos de escolher
0s naipes dessas cartas; ha C2 = 21 modos de escolher os
grupos das outras duas cartas e 4> = 16 modos de escolher
seus naipes. A resposta € 8 x 4 x 21 x 16 = 10752.

e) Ha 8 modos de escolher o grupo das quatro cartas que for-
mardo o “four” propriamente dito; ha C; = 1 modo de esco-
Iher os naipes dessas cartas; ha 7 modos de escolher o grupo
da outra carta e 4 modos de escolher seu naipe. A resposta é
8 x 1 x7x4=224.

f) H& 8 modos de escolher o grupo das cartas que formarao a
trinca; ha C3 = 4 modos de escolher os naipes desas trés car-
tas; ha 7 modos de escolher o grupo ds cartas que formaréo
0 par e ha C2 = 6 modos de escolher os naipes dessas duas
cartas. Arespostaé 8 x 4 x 7 x 6 = 1344,

g) Ha 4 modos de escolher os grupos das cartas que formarao a
sequéncia: do 7 ao valete, do 8 a dama, do 9 ao rei, do 10 ao
as. Se todas as escolhas de naipes fossem licitas, os naipes
dessas cartas poderiam ser escolhidos de 4> = 1024 modos.
Ha entretanto 4 escolhas ilicitas para os naipes: todas de
outros, todas de copas, todas de espadas e todas de paus. A
resposta é 4 x 1020 = 4080.

h) Ha 4 modos de escolher o naipe Unico das cartas. Se todas
as escolhas de grupos fossem licitas, haveria C3 = 56 modos
de escolher os grupos das cartas. Entretanto, 4 escolhas séo
ilicitas: do 7 ao valete, do 8 a dama, do 9 ao rei, do 10 ao as.
A resposta é 4 x 52 = 208.

i) Ha 4 modos de escolher os grupos das cartas (do 7 ao valete,
do 8 a dama, do 9 ao rei, do 10 ao as) e 4 modos de escolher o
naipe Unico. A resposta é 4 x 4 = 1.

j) Ha um s6 modo de escolher os grupos das cartas e 4 modos
de escolher o naipe Unico. A resposta € 4.

Exemplo 10. De gquantos modos 5 criangas podem formar uma
roda de ciranda?
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Solucao: A primeira vista parece que, para formar uma roda com
as cinco criancas, basta escolher uma ordem para elas, o que po-
deria ser feito de 5! = 120 modos. Entretanto, as rodas ABCDE e
EABCD sao iguais, pois na roda o que importa é a posicao relativa
das criancas entre si e a roda ABCDE pode ser “virada” na roda
EABCD. Como cada roda pode ser “virada” de cinco modos, a nos-
sa contagem de 120 rodas contou cada roda 5 vezes e a resposta é
120/5 = 24.

De modo geral, o nUmero de modos de colocar n objetos em
circulo, de modo que disposi¢des que possam coincidir por rotacéo
sejam consideradas iguais, isto €, o nUmero de permutac0es circu-

!
lares de n objetos é (PC),, = % =(n-1).

Exemplo 11. Quantas sao as solucdes inteiras e nao-negativas
da equacdo x; +x2 + -+ x, =p?

Solucéo: A resposta deste problema é representada por CR? .

Para determinar o valor de CR? , vamos representar cada so-
lucdo da equacéo por uma fila de sinais, + e | . Por exemplo, para
a equacgéo x +y + z = 5, as solugoes (2,2,1) e (5,0,0) seriam repre-
sentadas por ++ | ++ | + e + + + + + | |, respectivamente. Nessa
representacdo, as barras sao usadas para separar as incognitas e
a quantidade de sinais + indica o valor de cada incognita.

Para a equacao x; +x, + - - - + x, = p, cada solucgao seria repre-
sentada por uma fila com n —1 barras (as barras sao para separar
as incognitas; para separar n incognitas, usamos n — 1 barras) e
p sinais +. Ora, para formar uma fila com n — 1 barras e p si-
nais +, basta escolher dos n + p — 1 lugares da fila os p lugares
onde seré&o colocados os sinais +, 0 que pode ser feito de C‘jwpf]
modos.

Exemplo 12. De quantos modos podemos comprar 3 sorvetes em
um bar gue os oferece em 6 sabores distintos?

Solugéo: A resposta ndo é C} = 20. C? seria 0 nimero de modos
de comprar 3 sorvetes diferentes.
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Chamando de x; 0 niumero de sorvetes do k-ésimo sabor que va-
mos comprar, devemos determinar valores inteiros e ndo-negativos
parax,, k=1,2,34,5 6,taisque x; +x,+---+x¢ = 3. 1SS0 pode
ser feito de CR2 = C3 = 56 modos.

Problemas Propostos*

1. Quantos sdo os anagramas da palavra “CAPITULO”:

a) possiveis?

b) que comegam e terminam por vogal?

C) que tém as vogais e as consoantes intercaladas?

d) que tém as letras C, A, P juntas nessa ordem?

e) que tém as letras C, A, P juntas em qualquer ordem?

f) que tém a letra P em primeiro lugar e a letra A em segundo?

g) que tém a letra P em primeiro lugar ou a letra A em segun-
do?

h) que tém P em primeiro lugar ou A em segundo ou C em ter-
ceiro?

i) nos quais a letra A € uma das letras a esquerda de P e a
letra C € uma da letras a direita de P?

J) que tém as vogais em ordem alfabética?

2. Se A é um conjunto de n elementos, quantas sao as funcdes
f: A — A bijetoras?

3. De quantos modos é possivel colocar 8 pessoas em fila de modo
gue duas dessas pessoas, Vera e Paulo, ndo figuem juntas?

*Solugdes na pagina 176.
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4. De quantos modos € possivel colocar 8 pessoas em fila de modo
gue duas dessas pessoas, Vera e Paulo, nao figuem juntas e duas
outras, Helena e Pedro, permane¢am juntas?

5. De quantos modos é possivel dividir 15 atletas em trés times
de 5 atletas, denominados Esporte, Tupi e Minas?

6. De quantos modos é possivel dividir 15 atletas em trés times
de 5 atletas?

7. De quantos modos é possivel dividir 20 objetos em 4 grupos de
3 e 2 grupos de 4?

8. Um campeonato é disputado por 12 clubes em rodadas de 6
jogos cada. De quantos modos é possivel selecionar os jogos da
primeira rodada?

9. Permutam-se de todas as formas possiveis os algarismos 1, 2,
4, 6, 7 e escrevem-se 0s numeros formados em ordem crescente.
Determine:

a) que lugar ocupa o numero 62417.

b) que nUmero ocupa o 66° lugar.

c) qual o 166° algarismo escrito.

d) a soma dos numeros assim formados.

10. De quantos modos é possivel colocar r rapazes e m mogas em
fila de modo que as mocas permanecam juntas?

11. Quantos dados diferentes é possivel formar gravando nUmeros
de 1 a 6 sobre as faces de um cubo?

a) Suponha uma face de cada cor.

b) Suponha as faces iguais.

¢) Suponha que as faces sao iguais e que a soma dos pontos de
faces opostas deva ser igual a 7.
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12. Resolva o problema anterior, no caso b), para os outros 4 po-
liedros regulares (naturalmente, numeros de 1 a 4, de 1 a 8, de
lal2edela 20 para o tetraedro, o octaedro, o dodecaedro e o
icosaedro, respectivamente).

13. Quantos séo os anagramas da palavra “ESTRELADA"?

14. O conjunto A possui n elementos. Quantos sao 0s seus sub-
conjuntos com p elementos?

15. Uma faculdade realiza seu vestibular em 2 dias de provas,
com provas de 4 matérias em cada dia. Este ano a divisao foi:
Matematica, Portugués, Biologia e Inglés no primeiro dia e Geo-
grafia, Historia, Fisica e Quimica no segundo dia. De quantos
modos pode ser feito o calendario de provas?

16. Quantas diagonais possui:

a) um octaedro regular?

b) um icosaedro regular?

c) um dodecaedro regular?

d) um cubo?

e) um prisma hexagonal regular?

17. Sejam I, ={1,2,...,m}e I, ={1,2,...,n}, com m < n. Quan-
tas séo as funcoes f: I, — I, estritamente crescentes?

18. Quantos sdo 0s numeros naturais de 7 digitos nos quais o
digito 4 figura exatamente 3 vezes e o digito 8 exatamente 2 vezes?

19. Quantos sao os subconjuntos de {a;, az,..., ay}, com p elemen-
tos, nos quais:

a) a; figura;

b) a; nédo figura;

C) a; e a, figuram;
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d) pelo menos um dos elementos a;, a; figura;
e) exatamente um dos elementos a; e a; figura.

20. O conjunto A possui p elementos e 0 conjunto B possui n ele-
mentos. Determine o numero de fungbes f: A — B sobrejetivas
para:

a)p=mn
b) p=n+1;
) p=n+2.

21. Considere um conjunto C de 20 pontos do espaco que tem
um subconjunto C; formado por 8 pontos coplanares. Sabe-se que
toda vez que 4 pontos de C sao coplanares, entéo eles sdo pontos
de C;. Quantos séo os planos que contém pelo menos trés pontos
de C?

22. Uma fila de cadeiras no cinema tem 10 poltronas. De quan-
tos modos 3 casais podem nelas se sentar de modo que nenhum
marido se sente separado de sua mulher?

23. Quantos sao os anagramas da palavra “PARAGUAIO” que nao
possuem consoantes adjacentes?

24. De quantos modos podemos selecionar p elementos do conjun-
to{1,2,...,n} sem selecionar dois nUmeros consecutivos?

25. Onze cientistas trabalham num projeto sigiloso. Por questdes
de seguranca, os planos séo guardados em um cofre protegido por
muitos cadeados de modo que so é possivel abri-los todos se houver
pelo menos 5 cientistas presentes.

a) Qual é o nUmero minimo possivel de cadeados?

b) Na situacéo do item a), quantas chaves cada cientista deve
ter?
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26. Em uma escola, x professores se distribuem em 8 bancas exa-
minadoras de modo que cada professor participa de exatamente
duas bancas e cada duas bancas tém exatamente um professor
em comum.

a) Calcule x.

b) Determine quantos professores ha em cada banca.

27. De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda com
6 criangas, de modo que duas delas, Vera e Isadora, nao fiquem
juntas?

29. Quantas séo as solucdes inteiras e positivasde x +y +z =7?

30. Quantas sao as solucdes inteiras e ndo-negativas de x+y+z <
6?

31. Uma industria fabrica 5 tipos de balas que sdo vendidas em
caixas de 20 balas, de um so tipo ou sortidas. Quantos tipos de
caixas podem ser montados?

Sugestodes

1. ¢) Os anagramas podem comegar por vogal ou por consoante.

d) Tudo se passa como se cap fosse uma letra s6.

e) Escolha inicialmente a ordem das letras c, a, p. Recai-se no
item anterior.

g) Ao somar os que tém p em primeiro com 0s que tém a em
segundo, 0s que tém p em primeiro e a em segundo sao con-
tados duas vezes. Fazer um diagrama de conjuntos ajuda.

h) Um diagrama de conjuntos ajuda.

—

i) Ha 3! = 6 ordens possiveis para essas letras. A resposta é
do total de anagramas.

6
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3. Faca o total menos aquelas nas quais elas ficam juntas. Nao se
esqueca que elas podem ficar juntas em 2! ordens possiveis.

4. Facga todas com Helena e Pedro juntos menos aquelas nas quais
Helena e Pedro estdo juntos e Vera e Paulo também estéo juntos.

5. Vocé deve escolher 5 jogadores para o Esporte, depois escolher 5
dos que sobraram para o Tupi e formar o Minas com os restantes.
Ou entao, ponha os 15 jogadores em fila: os 5 primeiros formam
o Esporte, os 5 seguintes o Tupi, os 5 tltimos o Minas. Note que,
trocando a ordem dentro de cada bloco, vocé muda a fila, mas nao
muda a divisdo em times.

6. A resposta é a anterior dividida por 3!, pois agora, trocando o0s
times entre si, a divisdo &€ a mesma.

8. Vocé pode colocar os 12 times em uma matriz 6 x 2. Note que
trocar as linhas entre si, ou trocar em uma linha a ordem dos
elementos, ndo altera a selegao dos jogos.

Vocé também poderia pensar assim: Tenho 11 modos de esco-
Iher o adversario do Botafogo; depois tenho 9 modos de escolher
0 adversario do primeiro (em ordem alfabética) time que sobrou;
depois tenho 7 . ..

9.

a) Para descobrir o lugar do 62417 vocé tem que contar quan-
tos numeros o antecedem. Antecedem-no todos os niUmeros
comecados em 1, em 2, em 4, em 61, etc.

c) O 166° algarismo escrito & o 1° algarismo do 34° namero.

d) A soma das unidades dos numeros é (1+2+4+6+7)-4!, pois
cada um dos algarismos 1, 2, 4, 6, 7 aparece como algarismo
das unidades em 4! nameros. Determine analogamente a
soma das dezenas, etc.

Um truque, bonito mas truque, é grupar os 5! = 120 nuUmeros em
60 casais do seguinte modo: o conjuge de cada namero € o nUmero
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gue dele se obtém trocando a posicdo do 1 com o 7 e a posicao do
2 com 0 6. Teremos 60 casais e a soma em cada casal € 88 888. A
resposta é 88 888 x 60.

11. a) Devemos colocar 6 nameros em 6 lugares. A resposta é 6!.

b) Agora, quando mudamos o cubo de posi¢ao obtemos 0 mesmo
dado. Por exemplo, um dado que tem 0 1 e 0 6 em faces
opostas. Antes, colocar o 1 em cima, na face preta, e 0 6 em
baixo, na face branca, era diferente de colocar 0 6 em cimaeo
1 embaixo. Agora nao, € o mesmo dado de cabeca para baixo.
A resposta é a anterior dividida pelo nUmero de posi¢des de
colocar um cubo. H& 6 modos de escolher a face que fica em
baixo e 4 modos de escolher nessa face a aresta que fica de
frente.

16. Os segmentos que ligam dois vértices sédo diagonais, arestas
ou diagonais de faces.

17. A funcéo fica determinada quando se escolhem os m elementos
de I, que formarao a imagem.

18. Ignore o problema do 0 na primeira casa. Escolha os lugares
dos 4, dos 8, preencha as casas restantes. Desconte 0s nUmeros
comecados em O.

20. a) Essas func¢bes sao bijetoras.

b) Um elemento de B tem sua imagem inversa formada por dois
elementos e os demais tém imagens inversas unitarias.

c) Ha duas possibilidades: um elemento de B tem sua imagem
inversa formada por trés elementos e os demais tém ima-
gens inversas unitarias ou dois elementos de B tém imagens
inversas formadas por dois elementos e os demais tém ima-
gens inversas unitarias.
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22. Escolhida a ordem em que cada casal vai se sentar (marido
a direita, mulher a esquerda ou vice-versa), vocé tem que formar
uma fila com 3 casais e 4 lugares vazios.

23. Arrume primeiramente apenas as vogais e depois entremeie
as consoantes.

24. Marque, no conjunto {1,2,...,n}com o sinal + o0s elementos
selecionados para o subconjunto e com o sinal — 0s elementos nao
selecionados. Vocé tem que formar uma fila com p sinais + en—p
sinais —, sem que haja dois sinais + adjacentes.

25. Um grupo de 4 cientistas, ABCD, & barrado por pelo menos
um cadeado. Na situacdo do niumero minimo de cadeados, por
exatamente um cadeado. Batizemos esse cadeado de ABCD. A,
B, C, D nao tém a chave desse cadeado e todos os outros cientistas
a tém. Nao pense mais nos cadeados e sim nos seus nomes.

26. Um bom nome para o professor que pertence as bancas 1 e 2 é
professor 1 — 2.

29. Chamandoxde1+a, ydel+b e zdel+c, vocé tem de
determinar solugdes inteiras e ndo-negativas paraa+b+c =4.

30. Defina, para cada solugédo, a folga, que é a diferenca entre o
valor maximo que x +y + z poderia atingir e o valor que x +y + z
realmente atinge. Por exemplo, asolucdox =1 y =2, z=1tem
folga 2. Cada solugéo da inequacédo x +y + z < 6 corresponde a
uma solucéo da equagdo x +y + z+ f = 6 e vice-versa.



